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A Simple Model Describing the Influence of a Ring Current
on the Atomic Spin—Orbit Coupling

A simple model has been made for the interaction of a
ring current in excited states with the spin—orbit coupling
of a one-electron-atom. It is shown that there exists a condi-
tion where the atom cannot be placed in the middle of the
ring.

1. Problem

Es sei ein freies atomares Einelektronen-System (im weiteren nur
Atom genannt} und ein Aromat gegeben. Den letzteren stellen wir
modellartig als einen Kreis dar, auf dem sich seine Elektronen bewegen
kénnen, so dafl wir das Aromatensystem kurz als Ring bezeichnen
werden. Wir wollen untersuchen, welchen EinfluB dieser Ring auf die
Spin—Bahn-Kopplung des Atoms hat. Das im weiteren vorgestellte
Modell beriicksichtigt dabei vom Ring nur den auftretenden Ringstrom,
Indem wir die einfachste Anordnung von Atom und Ring (Abb. 1)
wihlen, kénnen wir auch die Frage diskutieren, ob es iiber die Beein-
flussung der Spin—Bahn-Kopplung moglich ist, Aussagen iiber den
Abstand zwischen Atom und Ringmittelpunkt zu machen.

2. Berechnung des Ringstroms und des Vektorpotentials

Die Berechnung des Vektors der Stromdichte j Jehnen wir an die
Arbeit von Baer et al.! an. Allgemein kann die Stromdichte eines Elek-
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trons im Magnetfeld $ = rot q als

= b — o gy

2?’)’L()Z

(eo = Elementarladung, my = Elektronenmasse, ¢ = Lichtgeschwindig-
keit, ¢ = Wellenfunktion) aufgeschrieben werden. Fiir den Fall des
Ringes gilt wegen

tg = (@ - cos @2, @ - sin @g, b)T

fiir den Nabla-Operator

Z

Abb. 1. 4 Atomkern; M Ringmittelpunkt; @ Ringradius, b AM; I Atom-
elektron; 2 Ringelektron

Aus der Schridinger-Gleichung fiir das freie Ringelektron bekommt man
die Wellenfunktion (normiert)

by = @m)%-exp(ihg) (A=0, 11, L2 .. )

Mit Hilfe dieser Ausdriicke erhalten wir fiir die Stromdichte eines Ring-
elektrons

602

a.
2mtmgc

keo .
- —_— T__
=3 p—— sin g, cos @z, 0)
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Wir bemerken, daBl der erste Summand bei der Bildung des gesamten
Ringstroms (Summation iiber alle besetzten Niveaus) nur im Falle des
angeregten Aromaten nicht kompensiert wird (s.1). Behalten wir auch
fiir die gesamte Stromdichte das Symbol j bei, so ergibt sich

2
= fieg AN (sin g, — cos @3, 0)T — %07y

a=jaxr+ i (1)

2mmpa 2 moc

wobei A A im nichtangeregten Aromaten Null, sonst aber eine von Null
verschiedene Zahl ist; v ist die Anzahl der Aromatenelektronen.

Nach dem Gesetz von Biot und Savart hingt die Stromdichte j mit
dem Vektorpotential ag; nach

27
1 R
as1 szdqizlgﬂ“ll
0

zusammen. Nehmen wir an, dafl kein duBeres Magnetfeld vorhanden
ist, so wird das Potential a in Gl. (1) von der Bewegung des Atomelek-
trons erzeugt, d. h. a = a;2. Fiir den Ausdruck | R |~1 benutzen wir die
Laplace-Entwicklung

IR~ 1_2 ig,H_l 1,2) Yo (91, 91) Y5* (92, 92).

T=0u—r1
Hs ist hierin

ri7frevH, wenn ry << 79
r27[r17H, wenm ra < 1y

R.(1,2) = {
und
Y5 (9 9) = (2m)~% Pk (cos 9) et? = P% (cos &) dy, (o),

wobel wir die zugeordneten (normierten) Legendreschen Funktionen
P (cos &) mit der Higenschaft

Prv (cos §) = (— 1)» P¥ (cos D)

in der Form verwenden, wie sie in 2 gegeben sind. Unter Benutzung
dieser Relationen errechnet man leicht:

ﬁeo A)\ 2 1 1
ag) = o moa (Z 5: _i_11i31(1,2)P.r (cos &1) P- (cos%z))x
2w
X (sin — cos O)T——eoz—\L dos | RiLa
1, @1, Tremg o2 P2 [T d1zg.

b
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Fiir das Folgende wollen wir der Kiirze halber

ﬁeoAX
cC Mot

2n
a1 = 81 111—20—;fd<{)2|921"1012 2)
0

schreiben (rg = eg?/mg ¢ ist der ,klassische Elektronenradius®,
ro & 5,3249 - 1075 a9, ag — Bohrscher Radius).

3. Der erweiterte Spin—Bahn-Kopplungsoperator

Der Operator der Spin—Bahn-Kopplung fiir das atomare Problem
1a8t sich durch die Gleichung

heg ~ ~
~—'§§1(Cf><m1)

Hen=
SE = G

ausdriicken. 31 ist der Spin-Operator, und § bezeichnet den Vektor des
elektrischen Feldes, der im vorliegenden Fall des Kern-Coulomb-Feldes

(Z = Kernladungszahl) angesetzt werden kann. 1{)\1 stellt den Geschwin-
digkeitsoperator dar, fiir den nach den Gesetzen der Quantenmechanik

LI oH
w1 = lH 1] =~
h ap1
gilt. Bei Vorhandensein eines Magnetfeldes $ = rot a ist der vom

Impulsoperator /;;1 abhangige Summand im Hamiltonoperator f/j genau
A~ [ 2
(2 mg)—1 (pl -+ 70 a) , so dall wir
W= (pl -I—;O a) (3)

erhalten. Verzichten wir wiederum auf die Betrachtung eines duBeren
Magnetfeldes, so ist a = a1z zu setzen. Bevor wir az; in den Ausdruck

fir tgl einsetzen, wollen wir a;2 angeben. Erneut verwenden wir das
Gesetz von Biot und Savart, jetzt aber mit einer Punktladung
—eg 8 (r1’ — t1) als Quelle:

€o 'S ot -~ fo N
aiz =—Zfd3l‘1 3 (ry —r1) w1 [ R = s [ Ry
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Damit liefert Gl. (2)
2m
~ 1L~  FrgAx ro2 v ~
mlz%m-i——ro Sln1+217_—t~fd<p2|9{|—lml. 4)

Mg &
0

Offensichtlich kénnen wir wegen der Kleinheit von 7 vorerst das Glied
mit 792 vernachldssigen (was einer Vernachlissigung der Riickwirkung
der Bewegung des Elektrons auf seine Geschwindigkeit entspricht), so daB

wir fiir

schreiben kénnen. Damit und mit dem aufgeschriebenen Ausdruck fiir
¢ bekommen wir fiir den erweiterten Spin—Bahn-Kopplungsoperator

Hsp=HY + HS) = _Q__E 117881 (t1 X p1) +
mo

ZR2rg2 AN A

W71‘3 8181 (v X n1).

Wegen 11 = 71 (sin 94 cos @1, sin §; sin @y, cos $1)7 berechnen wir
m = r1 X n1 = ry {€os B3 cos @3, cos Py sin @3, — sin $1)7.
Von nun ab wollen wir wegen der einfacheren Schreibweise den Index 1

fiir das Atom unterdriicken. Da g = (;\x, ;\y, QZ)T ist, kénnen wir

~

gm = 8; My + é(sx -+ 18y) (Mg — timy) +§ (Sz— t8y) (Mg —+ tmy) =

i . ~ 1 A N 1 ~ ~
= r[— sind - s, + 5 e1® (85 4 4sy) cos & + 5 el® (s, —18y) cOS «E‘r]
fiir die spéteren Betrachtungen heranziehen.

4. Wahl der Funktionen fiir das atomare Teilchen

Um im folgenden Aussagen iiber die Matrixelemente des gestorten
atomaren Problems machen zu kénnen, benétigen wir die Wellenfunk-
tionen des ungestérten Problems. Da es sich hierbei nach Voraussetzung
um ein Einelektronenteilchen handelt, liegt es vorerst nahe, Wasser-
stoffunktionen bzw. deren Linearkombinationen zu benutzen. Wir
schreiben eine solche normierte Funktion in der Form

§ (n, 1, m, ms) = Ry (r) Py (cos §) ¢, (®) Yms ()

54*
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auf. Ry (r) ist eine Radialfunktion, die Funktionen P;® (cos &) und
¢m (@) wurden schon oben erliutert; ym, (c) ist die Spinfunktion mit
der Quantenzahl ms = 4= . Fiir I > 0 verwenden wir die folgenden

Linearkombinationen, die Eigenfunktionen des Operators ﬁg% sind
(vgl. 3):

F(nZL?‘i,/) L= W+ my) ¢ (n, 1, my— Yo, Y5)
+W 4’nl’mf+1/2?_1/2)
und '
F e ,/)—F_-W L]Jnl,Mj—%,]/z)

l 1
Wi(l,m)zv j;;":/%

fiir ! = 0 behalten wir natiirlich die beiden Funktionen ¢ (n, 0,0, %) = ¢,
und ¢ (n, 0,0, — %) = ¢, bei.

Die Anwendung des Operators dm auf diese vier Funktionstypen
ergibt:

mit

~ i ]
gm‘pi%:gy}gn’opoo.(;c Sind oy 1y +osddi1 AFy)

und
~ 1 .
ng:i: —_—ETRW,Z (W:l: (l, le)le]_/z (¢mj+1/zx_1/200S3

— mj—3 X % Sn D)

&= W (1, mg) PymI+% (Gngyy Ay, 008 & + Gy X3, 510 9)),
wobei wir die Argumente der Funktionen Rz, Pi™, ¢y und y 4, nicht
angefiithrt und die Beziehungen

N
Sz Yms = Ms Yms
und

~ o~ Y
(87 £ 18y) Yms = V( + ms + 1) ( + ms) Amgx
angewendet haben.

5. Abschéiatzung der Matrixelemente

5.1. Allgemeine Formeln fiir die zusdtzlichen Integrale

Da die durch das Vorhandensein des Operators H 2 zu erwartende
zusétzliche Aufspaltung wie im Falle der reinen Spin—Bahn-Kopp-
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lung HY) gegeniiber den Termabstinden mit verschiedenen Haupt-
g Hsp geg p

quantenzahlen » klein sein wird, genitigt es auch hier, nur Zustdnde mit
gleichem n zur Berechnung der Matrixelemente heranzuziehen. Aus

diesem Grunde und wegen der Hermitezitdt von H{} haben wir zehn

Integraltypen zu betrachten. Bevor wir das tun, schreiben wir H & in
die bequemere Form

e}

~ 1
D=0= O(Ax)r—Z(Tglzw——T+1

~

R (1,2) P (1) P (2>) §m
mit
Z.y2 rOZ_A_)\

m=rlm und CAN=
2 mg

um und fithren die Abkiirzungen
@2 (1) = [dr Be (1.2) Ras (r) By ()
und ’
<f®) > :(qu‘}sin«‘}-f({))

ein. Damit erhalten wir

/\I 2
<aylOiday > :¢—0<Ax)72127+31% (2) Q<" (0,0)
< PgP Pol Plsin & >
<¢y 101y, >=0
2 1
<y 0| Fy > —~O(A7\) 0 Lo (0,1) 372,

X[—W_(, 1) < PoPPAPOsing > £ W_ (I, %) <PoP:LPilcos$ >]
J 1 —1

<Y |01 Fs > = o C(A ;12—1_113, 2) Q=" (0,1) 3, % X
X[—W<(l, 1) < PeOP-AP cos § > + W (I, %) < PoOP:1P0sin § >]
[Man beachte: W, (I, %) = W_ (I, — %)!]

<F,|0|Fy>=_ C(AN Z ﬂIPT (2) Q< (4, 1) 37 %
X[— W (&, m) W_ (I, my) <Pl Pry—%Pymy—"%sin § >
= W (omy) W (U, my) < Pl Pyt % Pm— Y cos § >
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+ W:I: (l, m,-) W:F (l', mj) < Pl lej—' % Pl,mj+1/2 cos & >
+ Wa (mg) We (U, myj) < Pl Pyt % Pyt ¥osin § >

~ 1 i .
‘ — 1 AN
<P |0 Fy > =5 C (AN Z: 5 —1P 2) @z (I, 1) S

(—W_(m) W, I, m) < PLPm—%P,m—%sng >

+ W_ (I, my) W_ (', mj) < Pl Pyms—% Pyt % cos § >

— W, (,my) W (I, my) < Pt Pyt % Pmg—% cos & >

— W (,mg) W_ (¥, my) < Pt Pymyt % Pymi+% sin § >]

(F. =F@»n 2L " 1y); O bedeutet das Kronecker-Symbol].
Unter Verwendung der Beziehungen (s. %)

Pd = (Y)%, cos & = (2/3)% P19, sin & = — (4/3)% P41,

om U I=—m) I+ 1+ m) (—m)(l +m)
°“3P’”¢/ GIT 1) @I+ 3) P”1+AV¢ﬁ3Wﬁ¢?

V114
Py,

und

o m 1AM D+ mF2) g C—m)(l—m—1) Ly
sin & - Py “—V eirneiry it V(2z_1)(2z+1) Fiy

=l/(l-—m+ H(l—m+2) e l/(l—i—m) T+ m—1)

v ﬁﬁ__%“) Pm-——l
21+ 1)(21+3) Ql—1)@I+1) ~ ‘71

wobei < P7PY,> = &Y, konnen die folgenden Integrale ausge-
rechnet werden:

< PO PO Plsin§ > = —(3)~% 8L

< POPAPOsing > =(2) % — W, /2)]/2;"+2381+1
+W(h@v fwﬂ

I+2 . WS
21+3

1—1
+ Wil %) ]/273—:_—1 : B-cl"l)

< PO PAPlcosd > = (2) % (W_ (1,1/2)]/
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1 'mj:t Y

+
< P.lp ik

M+ Ve
Py IER S

TT . L3/ s T Y
sind>= 4+ W=l I/lq:m1+“/_2' §T 7

5713 < PP, " Py

Imy—7 Thopmth
$Wi(l’mj)]/_j:2l—7—1/2 <P11ij Pmy

() T3 m; 3], 2
< P Pl cos%>=W;(l,mj)]/Zi—ij: lo  paplE praTE

20+3
+ W (,my) ]/l”“”’ <PaAPI PP
Eine einfache Rechnung vereinfacht dann die Ausdriicke fiir die obigen

Integrale:

<1y I6|¢i’/z> = iéO(AMVTj’Pﬂ(Z)Ql"(O,O)

1 ]/ T2
ey |01 P> =085 ]//2—(2l+3) Pl (2) Qs (0,
~ 1 1, l 1 7
<¢i1/210[F_>=—~&0(A7\)3$j/21/5(2—l‘_)—f)l—1( ) Q4 (0,0)

<Fi16|Fi'>mf C (A2 ™ Zj—P @)@ (L 1) x

1 . m, A —1
X (4 W, >]/(litzﬁﬁfmj@vlf’zif/a >

4 W= (l,mj)]/(l:}:1)+(1/2)$m3<P11P " m7+1/2>}

2(0+1)+
X [— Wi, m])] 5;2’;_12:1_@ Pl ij—l-/z P:rlzj—l/z -
5 Y% mit+ Y%
+ w._. (Z', 7’)7/]') ]/ +2~?£1,/2 < PT]_ -Pl jl P ]+ % ]

Wir merken an, dafl in den letzten beiden Gleichungen die Summe eben-
falls endlich ist, da die auftretenden Integrale iiber drei zugeordnete
Legendresche Polynome auBerhalb des Intervalls

V=)< vl +0+1)

Null ergeben?. Sie verschwinden auch, wenn t -4 I’ 4 ({ 4= 1) ungerade
ist.
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5.2, Diskussion dieser Ausdriicke

Die erhaltenen Ausdriicke fiir die Matrixelemente des Operators

fl,(slz)z sind offensichtlich beziiglich der Nebenquantenzahl! nicht diagonal.
Ebenso verschwinden die Nebendiagonalelemente, die mit den Funk-
tionen F (n 2Lz-1/2) und F (n 2Lﬁ_llz) gebildet werden, nicht. Wenn
wir jedoch voraussetzen, daBl die durch den Operator H S) hervorgerufene
zusitzliche Aufspaltung gegeniiber derjenigen, die mit HQ% verbunden
ist, klein ist, so konnen wir im weiteren diese Nebendiagonalelemente
vernachldssigen.

Nach einer einfachen Rechnung bekommen wir dann fiir die Haupt-
diagonalelemente der Fillel =0 und ! = 1:

a)l=0
<4aul014uy > =F T E M @ 0,0 = F (0)
byl =1
< F(n2P3 %y |0 | F (n2P%"%) > =i%&)w(1,l)=ia(1>
F (o) 10| F nepiy > = T2

1 9
(§ @r(1,1) + 58 r9~2 (402 —a?) Q3 (1,1)) =FB(1)

F(nzpiB/Z)lalF( gpi /2)> 4+ 2 (Ak)

(2;18 ro~2 (462 —a?) Q3" (1,1) — 1" (1,1)) — Ly (l)

Von den Integralen mit I = 2 werden uns nur folgende interessieren:
< F(n2D3%) |0 F (n2Di%) > =+ B(2)

< P20 F (2D > =Fv ().

Wenn wir fiir die Radialfunktionen Ry (r) Ausdriicke wihlen, die
I nicht enthalten (wir werden unten solche in Form von Slaferradial-
funktionen benutzen), so ist wegen Q. (I,1) = @:* (I',l') auch « (0) =
=a(l)=af(1)=p£(2) =P und y (1) = v (2) = y. Beriicksichtigen
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wir weiter nicht die Beitrdge, die das Integral @37 (I.]) enthalten [was
einer Vernachldssigung der Glieder mit v > 1 in der Summe §; der
Gl. (2) entspricht], so ist

2
B:Bm und Y:——Boc.

6. Diskussion eines einfachen Modells

Da es uns im Zusammenhang mit dem Folgenden nur auf ein quali-
tatives Bild ankommt, wir also auf jegliche quantitative Aussage ver-
zichten, wollen wir die soeben aufgezdhlten Vereinfachungen und Ver-
nachldssigungen als somit gerechtfertigt beibehalten. Damit kénnen
wir (vorausgesetzt A A # 0 und damit « > 0) das folgende Aufspaltungs-
bild, soweit es uns fiir das Weitere interessieren wird, skizzieren (Abb. 2).

Obwohl wir bei diesem Schema bleiben wollen, filhren wir der Uber-
sicht halber die Ausdriicke fiir die Niveaus an, die man fiir [ = 1 erhilt,
wenn man nur die Vernachlissigung der Matrixelemente mit [ # I’
einfiihrt:

R

S
s1,2=§(—-§<np~ﬁ<1)+a<1)i]/(§?2m—s<1>~a(1>) o)

, -
3 2
coa= g s to 0 et 2 | Lo+ +am) 4]

1
€5,6 = f’l Cnp + v (1);

wobei

b =—¥g%%m1,1) = <F@m2Py*) (0] F (n2Pi) >
bedeutet. [Diese Gleichungen machen auch die Néherung u. = 0 plau-
sibel, wenn {pp > « (1) ist.]

Wir fragen nun nach dem Maximum der Aufspaltung, d.h. der
groften energetischen Stabilitdt, wenn der Ringradius e, die Haupt-
quantenzahl n, die Nebenquantenzahl I und die Zahl A A (# 0) vorge-
geben sind. Bleiben wir in dem skizzierten Schema der Abb. 2, so geniigt
es, die Extremwerte der GroBe o zu untersuchen, die unter diesen
Gegebenheiten eine Funktion des Abstandes b (s. Abb. 1) ist und bei
festem A die Werte @ und n enthédlt (von [ ist sie jetzt unabhingig).
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Fiir diese Untersuchungen benutzen wir der Einfachheit halber die
Funktion

f(b) = 5%% =rg7t - 17,

wobei wir die Integrale @,* mit Hilfe der Slaterradialfunktionen By (r) =
= r?~1 ¢=27 (auf eine Normierung kénnen wir verzichten) berechnen
wollen.

A ————
%

%0' my= %
Bt = 15

—s I o Y2
STt T me- 2
~—t my=-%
. my=-9
le2f=35 -l - Py my ==
e TTmTmy T et P
7 SO T * ;= U2
=%
;/7,0 L 77]/‘/: 7/2

[/
P Mg =2

.
S ——— mmpmm
~a o
\\-—I— mg= %

Abb. 2. 7, = Einelektronen-Spin—Bahn-Kopplungskonstante (zur Auf-

spaltung durch ?Ifg%) s. z. B. 3); wegen der Symmetrie der Aufspaltung sind
die Abstdnde jewsils nur einmal eingetragen

Als notwendige Bedingung fur das Auftreten eines Extremums

bekommen wir wegen rz = |/a? + b2

df _ ., _,{d@1” an)_ ;
dz— b?"z (drz i“—‘ re —0. (O)
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Wir miissen nun fragen, ob diese Bedingung neben b = 0 auch noch
durch das Verschwinden der Klammer erfiillt werden kann. Dazu
stellen wir drei Falluntersuchungen an:

(a) r = ry beliebig (0 < r < 00), (b} r=17; > ry und (¢} r = 71 < rq.
Es ist im Fall

(a) " = 7dr 7o T2 Ry? (r) = 1272 }ﬂdr rRy% (r) + 72 fde—Zan (r)
0 ] T2
= an (—*) + an (+)’
{(b) @1™ = @17 (++) und (c) @1” == Q1" (—), so daB wir erhalten:

(a) Z_b]_c = —8bry 5 fdrVan (ry=0, (b) % = —bra 3 Ry2(rg) = 0
und
df

(c) a—g = brs—3 [R,2 {ra) — 31 (_)] = 0. (6)

Im ersten Fall ist die Gl. (5) daher nur durch b = 0 zu erfiillen, wobei
die hinreichende Bedingung tatsichlich ein Maximum anzeigt. Dasselbe
gilt fiir den zweiten Fall. [Bei Verwendung von Wasserstoff-Radial-
funktionen ist Gl. (5) gegebenenfalls durch Ry; (r2) = 0 zu befriedigen,
die zweite Ableitung verschwindet aber an diesen Stellen.]

Wir verweilen daher beim Fall (c), der etwa den Bedingungen ent-
spricht, die man in der Ligandenfeldtheorie zur Anwendung bringt.
Die Gleichung R;2 (r3) — 3 @17 (—) = 0, die neben b = 0 die erste

Ableitung g?)]j zu Null machen kann, 148t sich leicht in
3(2n — 1)1 =22 [244 (2) + 3 doy—1 (2)]

mit z = 2 ary und 4; (2) = fds ste~? umformen, so daB sie mit Hilfe
1
der Tabellen® ausgewertet werden kann. Fiir » = 1 findet man nur den

hier uninteressanten Wert z, = 0. Die ermittelten Werte fiir » = 2, 3,
..., 7 fassen wir in der Tab. 1 zusammen.

Das Verschwinden der Ableitung (%g bei z = 2, entspricht dem Wert

by = ]/’/(;;)f_@é o

Dieser Wert hat nur dann einen Sinn, wenn a < N ist. Wir wollen daher
wieder drei Falle unterscheiden. Es sei erstens ¢ > N. Dann ist die



866 H.-G. Bartel:

GL (6) nur durch be = 0 zu erfiilllen, da B2 (r9) —3@Qi? (—) =0rg = N
erfordert, jetzt aber nach Voraussetzung 3 > N gilt. Es 148t sich leicht
zeigen, daf fiir 2 > z, und % > 0 stets R,2 (r2) << 3¢17” (—) ist, so daB
die zweite Ableitung von £ (b)

d2

¢/ = 72“3[1‘31@2 (re) —3 Q1™ (—) + o2

72

dBn(ra) od€a"(—)
drs drg

b2 (2 Rn (7‘2)

—§ (Ba?(r) —3Qu" (—)))]
2

tiir b, = 0 negativ ist, d. h., es liegh ein Maximum vor.

Im zweiten Fall sei @ = N. Gl. (6) ist auch hier nur durch b, = 0
zu befriedigen, da R;2 (rg) — 3@Q1” (—) = 0 ebenfalls b, = 0 liefert,
wenn % > 1 ist. Ist dagegen n = 1, bleibt R,2 (1) < 3¢1” (—). Fur
n > 1 verschwindet somit die zweite Ableitung (kein Extremum), fiir
n = 1 ist sie negativ (Maximum).

SchlieBlich sei @ < N. Wir haben dann fiir » > 1 die Werte b, = 0
und b, = VIV_Z — a2, fiir n = 1 nur by = 0 zu untersuchen. Bei n = 1
bleibt daher wie in den vorhergehenden Fillen die zweite Ableitung
negativ (Maximum). Ist jetzt n > 1 und be = 0, s0 ist wegen z < 2z, und
damit R,2 (re) > 31" (—) die zweite Ableitung positiv (Minimum).
Bein > 1 und b, = VZVQ — a2 1aBt sich wegen Ry2 (r2) = 3@Q1" (—) die
zweite Ableitung leicht zu

aef (2n — 3 —2) ro2n-3 =2 1
an —_3 —- 9 e (n > )

berechnen. Es liegt somit bei 2n — 3 > z, ein Minimum, bei
27 — 3 < 2, ein Maximum und bei 2n — 3 = 2, kein Extremum vor,
Die Werte der Tab. 1 zeigen aber, daB es sich stets um ein Maximum
handelt. Wir fassen diese Ergebnisse in der Tab. 2 zusammen und wollen
sie folgendermaBen qualitativ interpretieren:

Tst das zu betrachtende Elektron des Atoms im Zustand mit » = 1,
so liegt das Atom bei jedem Ringradius ¢ > 0 im Ringmittelpunkt. Hat
dieses Elektron einen Zustand mit #» > 1, so befindet sich das Atom im
Ringmittelpunkt, wenn der Radius den Wert N iiberschreitet; ist hin-
gegen der Ringradius kleiner als dieser Wert, so fallen Ringmittelpunkt
und Kernort des Atoms nicht zusammen; das Atom ist aus dem Ring-
mittelpunkt um einen Betrag herausgeriickt, der umso groBer ist, je
kleiner a ist. Bei einem Elektronenzustand mit #» > 1 und einem Ring-
radius @ = N kann keine diesbeziigliche Aussage getroffen werden.

In dem entworfenen einfachen Bild hingt das Vorhandensein des
Aufspaltungsmaximums bei b # 0 {(und damit die zu erwartende Lage
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des Atoms auBlerhalb des Ringmittelpunkts) mit der GroBe des Ring-
radius o zusammen, welche dafiir kleiner als ein bestimmter Wert sein
mull. Wir sahen, daBl dieser Wert mit der Hauptquantenzahl » des zu
betrachtenden Elektrons wichst und mit der Kernladungszahl Z des
Atoms abnimmt (wegen des Slaferexponenten im Nenner von N), so

Tabelle 1
n 2 3 3,7 4 4,2 5 6 7

Ze 1,31 386 5,56*% 6,35 6,77*% 8,79 11,20 13,59

* Die Werte fur die nichtganzzahligen Hauptquantenzahlen wurden
mit der Gleichung z, = 2,45 - n — 3,52 ermittelt, die die gefundenen Werte
fir »n = 2, 3, ..., 7 etwa befriedigt.

Tabelle 2
Die Funktion f (b) besitzt (fiur r = r1 < r9):

n=1,b=0 a>1,b=0 a>1b=)N—a

a>N Maximum Maximum —
a=N Maximum kein Extremum —
a< N Maximum Minimum Maximum

dafl ein Antreffen des Atoms auBerhalb des Ringmittelpunkts bei gege-
benem Radius @ wahrscheinlicher wird, wenn # groB und Z bei festgehal-
tenem 7 klein ist.

7. Ausblick

Wir betonen noch einmal, daBl bei der Vielzahl der getroffenen
Voraussetzungen und Vereinfachungen nur qualitative Aussagen ge-
wonnen werden kénnen. Trotzdem glauben wir, ein brauchbares Bild
entworfen zu haben, das mit Sicherheit eine Verbesserung in vielerlei
Hinsicht zulaft. Am wenigsten befriedigend scheint, daB fiir dieses
Modell eine Anregung des Ringes (A A # 0) vorliegen muf. Wir wollen
daher in einer spiteren Arbeit* A ) = O setzen, aber die in GL (4)
getroffene Vernachlissigung aufheben. Weiterhin soll das Modell auf das
Vorhandensein zweier Ringe erweitert werden.

* Bei den Monatsheften fiir Chemie eingegangen (2. und 3. Mitt.) am
10. November 1976.
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