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Ein einfaehes Modell zur Beeinflussung der atomaren 
Spin--Bahn-Kopplung durch einen Ringstrom 
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A Simple Model Describing the Influence o/a Ring Current 
on the Atomic Spin--Orbit Coupling 

A simple model has been made for the interaction of a 
ring current in excited states with the spin--orbit coupling 
of a one-electron-atom. It is shown that there exists a condi- 
tion where the atom cannot be placed in the middle of the 
ring. 

1. P r o b l e m  

Es sei ein freies atomares Einelektronen-System (ira weiteren nnr 
Atom gen~nnt) und ein Aromat  gegeben. Den letzteren stellen wir 
modellartig als einen Kreis dar, auf dem sich seine Elektronen bewegen 
k6nnen, so dal3 wir das Aromatensystem kurz als Ring bezeichnen 
werden. Wir wollen untersuehen, welehen Einflug dieser Ring auf die 
Spin--Bahn-Kopplung des Atoms hat. Das im weiteren vorgestellte 
Modell berficksichtigt dabei vom Ring nur den auftretenden Ringstrom. 
Indem wir die einfachste Anordnung yon Atom und Ring (Abb. 1) 
ws kSnnen wir auch die Frage diskutieren, ob es fiber die Beein- 
flussung der Spin Bahn-Kopplung m6glich ist, Aussagen fiber den 
Abstand zwischen Atom und Ringmittelpunkt  zu machen. 

2. B e r e e h n u n g  des  R i n g s t r o m s  u n d  des  V e k t o r p o t e n t i a l s  

Die Berechnung des Vektors der Stromdichte i Iehnen wir an die 
Arbeit yon Baer et ~l. 1 an. Allgemein kann die Stromdichte eines Elek- 
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t rons  im Magnetfe ld  ~ ~- ro t  a als 

eoh ,) 
i= 2moi (+*v+-+v+ --~~ 

(eo ~- E lementur ladung ,  mo -~ Elek t ronenmasse ,  c ---- Lichtgeschwindig-  
kei t ,  + ---- Wel lenfunkt ion)  aufgeschrieben werden.  F i i r  den Fa l l  des 
Ringes gil t  wegen 

1:2 = (a �9 cos 92, a �9 sin 92, b) T 

fiir den Nabla-Operator 1( V= --sinq~2~, eos92~,O 

Abb. 1. 
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A Atomkern;  M Ringrnit telpunkt;  a Ringradius, b AM; 1 Atom- 
elektron ; 2 ]~ingelektron 

Aus der  SchrSdinger-Gleichung fiir d~s freie Ringe lek t ron  b e k o m m t  m a n  
die Wel lenfunk t ion  (normiert)  

+~ = (2 ~ ) - ~  �9 e x p  (i x ~2) ()~ = o, :~ ~, :L 2 . . . .  ). 

Mit Hilfe dieser Ausdr i icke  erha l ten  wir fiir die S t romdich te  eines l~ing- 
e lektrons  

h e0 ~ e02 
- -  - - ( ~ .  i 2 ~z m0 a (sin 92, cos 92, 0) T - -  2 7:m0 c 
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Wir bemerken, dal3 der erste Summand bei der Bildung des gesamten 
Ringstroms (Summation tiber alle besetzten Niveaus) nur im Falle des 
angeregten Aromaten nieht kompensiert wird (s. 1). Behalten wir auch 
fiir die gesamte Stromdichte das Symbol i bei, so ergibt sich 

h eo A X e02 
i -- 2~moa-- (sinq~2, --cosq~2, 0) T 2~moc--a ----iaz@iv, (1) 

wobei A ~ im niehtangeregten Aromaten Null, sonst aber eine von Null 
verschiedene Zahl ist; ~ ist die Anzahl der Aromatenelektronen. 

Nach dem Gesetz yon Biot und Savart h/~ngt die Stromdiehte i mit 
dem Vektorpotential a21 nach 

27~ 

I f  d p2 lc.Rl-1 i a21 0 

0 

zusammen. Nehmen wir an, dab kein i~ui3eres Magnetfeld vorhanden 
ist, so wird das Potential a in G1. (1) yon der Bewegung des Atomelek- 
trons erzeugt, d. h. a = a12. Fiir den Ausdruck I c.R 1-1 benutzen wir die 
Lwplace- En twi ck lung 

1~1_ 1 _ ~  " 47: -- ~=0 ~--~ 2 -~ Z- 1 R~ (1, 2) Y~u (I~1, q01) Y~* (I~2, r 

Es ist hierin 

R~ (1,2) ----- ~rlr wenn rl  < r2 
[r2~/rl ~+1, werm r2 < rl 

und 

Y~ (9 ~) ----- (2 7:)-~ P~ (cos I~) e~u~ -- P~ (cos 9) r (p), 

wobei wir die zugeordneten (normierten) Legendreschen Funktionen 
Pz~ (cos 9) mit der Eigenschaft 

P,-~ (cos 9) = ( - -  1)~ P~  (cos 9) 

in der Form verwenden, wie sie in ~ gegeben sind. Unter Benutzung 
dieser Relationen errechnet man leieht: 

h e0 A X (,~__ 2 1R~(1,2)pl(eOS~l)Pl(cos~2))• 
(I21 - -  c . m 0 ~  1 2 T  ~- 

2rr 
eo 2 ~ ; 

• (sin 91, -- cos ~1, 0) f - -  2-~mo c 2 d ~2 [cAq i -1 ~12. 

0 

Monatshefte fiir ehemie, u 108/4 54 
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Fiir das Folgende wollen wir der Ktirze halber 

2 r r  

ro~ f a 2 1 -  c.moahe~ A ~. $1 ll l  - - ~  d ~o2 ] C~ t-1 0t12 

0 

sehreiben (To -= eo2/mo c 2 

(2) 

ist der ,klassische Elektronenradius", 
ro ~ 5,3249 �9 10 -5 ao, ao - - B o h r s e h e r  Radius). 

3. Der  e r w e i t e r t e  S p i n - - B a h n - K o p p l u n g s o p e r a t o r  

Der Operator der Spin--Bahn-Kopplung fiir das atomare Problem 
1/~t sieh durch die Gleichung 

A h e0 A A HSB -- 2 m0 c 2 61 ( ~  X rOi) 

ausdriicken. ~i ist der Spin-Operator, und ~ bezeiehnet den Vektor des 
elektrischen Feldes, der im vorliegenden Fall des Kern-Coulomb-Feldes 

Ze0 
: - ' r l  

T13 

/ x  

(Z : Kernladungszahl) angesetzt werden kann. ml stellt den Geschwin- 
digkeitsoperator dar, fiir den nach den Gesetzen der Quantenmechanik 

A i A A ~ H  
mi=~[H, rl]-- x 

gilt. Bei Vorhandensein eines Magnetfeldes ~ = rot a ist der vom 

Impulsoperator pl abhs Summand im Hamiltonoperator H genau 

(2m0) -1 ~ a , so dab wir 

w~ = m + a (3) 

erhalten. Verzichten wir wiederum auf die Betrachtung eines /~ufteren 
Magnetfeldes, so ist a ~ a12 zu setzen. Bevor wir a21 in den Ausdruck 

/% 

fiir rol einsetzen, wollen wir al~, angeben. Erneut verwenden wir das 
Gesetz yon Blot und Savart, jetzt ~ber mit einer Punktladung 
- -  e0 ~ (rl' - -  rl) als Quelle: 

? 
~0 | d3 rl' ~ (rl' -- rl) ~i 19~ [ -I ---- eo 

a12 = -- c j -- C [9~ I-~ ~i. 



Beeinflussung der Sp in- -Bahn-Kopplung  dureh einen I~ingstrom 857 

D a m i t  l iefert  G1. (2) 
2z: 

_ _ _  r02 ( A -- 1 A h ro A X $1 u l  + d ?2 ]9~ [ -1 ml. (4) 
r ~  m o a  2re J 

o 

Offensichtl ich k6nnen  wir wegen der  Kle inhe i t  yon  ro vorers t  das  Glied 
mi t  ro 2 vernachls  (was einer Vernachls  der  Rf ickwirkung  
der  Bewegung des E lek t rons  auf  seine Geschwindigkei t  entspr ieht) ,  so dab  

wir  ffir roi 

A 1 A ~ r o ~ X s i n i  
P21 = ~ooPl + m o a  

schreiben k6nnen. Damit und mit dem aufgeschriebenen Ausdruck fiir 
b e k o m m e n  wir  ffir den e rwei te r ten  S p i n - - B a h n - K o p p l u n g s o p e r a t o r  

" ~(0) ~(1) Z h ro ~" ^ 
H s B  = ~sl~ d- ~ s B  = 2 m0 r l - a  ~1 (rl  • p l )  -~ 

Zh2 ro 2 A X I. 
+ 2 m 0 a  - r i - a S l ~ i ( r l x n i ) "  

Wegen  r t  = r l  (sin I~1 cos ? t ,  sin ~1 sin 71, cos I~1) T berechnen wir 

m = r l  • n t  = r l  (cos 4h cos (pl, cos 51 sin <pl, - -  sin ~1) T. 

Von nun  ab  wollen wir  wegen der  e infaeheren Schreibweise den  I n d e x  i 
~ _ _  A A A 

ffir das  A t o m  unterdrf icken.  D a  - -  (Sx ,  By,  8z)  T ist,  k6nnen  wir  

,- ~, 1 A  A 1 A  ~. 
m = sz mz -k ~ (sx q- isy) (rex - -  imy) -[- ~ (sx - -  isy) (mx -~ imy)  = 

= r - -  sin 5 .  Sz d- e -i~ (Sx d- isy) cos ~ -4- 1 (sx - -  isy) cos 

ffir d ie  sps  Be t r ach tungen  heranziehen.  

4. W a h l  d e r  F u n k t i o n e n  f f i r  d a s  a t o m a r e  T e i I c h e n  

U m  im folgenden Aussagen fiber die Mat r ixe lemente  des ges t6r ten  
a t o m a r e n  Prob lems  machen  zu k6rmen, ben6t igen  wir  die Wel lenfunk-  
t ionen  des unges t6 r ten  Problems.  D a  es sich hierbei  nach  Vorausse tzung 
um ein E ine lek t ronen te i l chen  hande l t ,  l iegt  es vorers t  nahe,  Wasser-  
s to f funkt ionen  bzw. deren L inea rkombina t i onen  zu benutzen.  W i r  
schreiben eine solche normier te  F u n k t i o n  in der  F o r m  

(n, l, m, ms) : Rn~ (r) p[m (cos ~) Cm (?) Zm s (c;) 

54* 
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auf. Rnt (r) ist eine Radialfunktion, die Funktionen Pt m (cos 8) und 
Cm (~) wurden schon oben erl/iutert; Zm, (~) ist die Spinfunktion mit 
der Qu~ntenzahl ms ---- 4- ~ .  Fiir l > 0 verwenden wir die folgenden 

Linearkombinationen, die Eigenfunktionen des Operators /7(S~ ) sind 
(vgl. ~): 

F (n 2L~n~ ~) = F+ = W+ (1, mj) ~b (n, l, mj - -  %, %) 
+ W-(1 ,  m j ) + ( n , l ,  mj + 1/2 , - -  1/2) 

und 

mit 

tv 2 m1 (n L ~ _ ~ )  = F _  = W -  (1, mj) + (n, 1, m~ - -  �89 �89 
--W+(l, mi)+(n,l, mj+ �89189  

W• (1, ~)  = ~ /~l 4- +1/2, W~ 

2 / + 1  

ftir 1 ----- 0 behalten wir natiirlich die beiden Funktionen + (n, 0,0, �89 = +~A 
und 4? (n, 0,0, - -  1/9,) ---- ~ - ~  bei. 

/ x  

Die Anwendung des Operators ~m auf diese vier Funktionstypen 
ergibt: 

A 1 
6m ++v, = ~ r R n ,  oPo ~ (:~ s in~ .  r  • + cos~-  r Z:F ~A) 

und 
A 1 
6m F •  = ~ r Rn~ (W• (l, m~) PtmJ- ~i (r ~ Z-  W cos 

- -  CmJ-~A X �89 sin~) 
• W: 7 (1, m~) PlmJ +~ (r ~(~ cos ~ + Cmj+ ~ Z-'A sin ~)), 

wobei wir die Argumente der Funktionen Rnz, Pz m, Cm und Z• ~ nicht 
angefiihrt und die Beziehungen 

sz Zms ---- ms Zms 
und 

(s~ -4- isv) X~ = • m~ + 1 4- ms Z~• 

angewendet haben. 

5. A b s c h s  de r  M a t r i x e l e m e n t e  

5.1. Allgemeine Formeln /i~r die zus(~tzlichen Integrale 

Da die dureh das Vorhandensein des Operators ~r(1) " S B  zu erwartende 
zuss Aufspaltung wie im Falle der reinen Spin--Bahn-Kopp- 
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tung ~(~ gegeniiber den Terma.bsts mit versehiedenen I Iaupb 
quantenzahlen n klein sein wird, geniigt es aueh bier, nur Zusts mit 
gleiehem n zur Bereehnung der Matrixelemente heranzuziehen. _&us 

diesem Grunde und wegen der Itermitezit/~t yon Hs(~ haben wir zehn 

Integraltypen zu betraehten. Bevor wit das tun, sehreiben wit Hs(~ in 
die bequemere Form 

SB = ~C(AX) r-2 - - R ~ ( 1 , 2 )  p I ( 1 ) p i ( 2 )  ~ m 
2v-b 1 

mit 

Z.  hz ro 2 A X 
m = r - i  In and C (A X) - -  

2 mo 

um und Iiihren die Abkiirzungen 

Qn (l, l') = f d r  Rz (1,2)Rnz (r) Rn~' (r) 
0 

und 

< / ( # ) >  = f d l ~ s i n l ~ . / ( ~ )  
o 

ein. Damit erhalten wir 

A 1 ~ 2 
< +• ~10[ +• ~ > = T 2 a  C (A X) ~ ~ P,~ (2) Q~n (0, 0) 

< Po o Po o Pz i sin I~ > 

< + ~ l d l + _ ~ >  =o 
co 

L C {1 X) v~=,~l 2 < ~ ' ~ ] 6 I F ~  > = 2 a  = 2 . ~ §  Q~n(O' l )8~j  x 

• 1 7 7  �89 < PoOp,1plOsinl~ > :~ W~=(1, ~ ) < P o O p , i p ~ i c o s &  > ]  

1 

X [- -  W T (1, �89 < PoOp~ipz 1 cos I~ > j= W~= (l, ~ )  < PoOp~iplOsin & > ]  

[Man beachte: W 4_ (l, 1/2 ) ~- W ~ (/, - -  ~ ) ! ]  

, 1 ~ 2 
< F• 16I Fm > = Ua C (A x) z.~ _ _ _  p..: l  (2) Q.n (/, l ' )  8m~ ' X 

�9 =i 2v § 1 

• [ - -  W•  (1, mj) W~ (l', mj) < p i plmj--  ~ pt,mj-- ~ sin I} > 

/ :  W: F (l, mj) W• (l', m~) < Ps i Pzm~ + ~A pz,~j-- ~i cos I~ > 
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4- W• (1, mj) W~ (l', mj) < p1  pzmj-- ~ pvm~+ ~ cos & 

+ W e (l,m~) W T (l', m~) < P ~ P ~ + ~  Pv%+~ sin& > ]  

1 ~ 1 ., 
< F_  [ S I F ~  > = ~ C ( A X ) ~ = ~  2 - ~ i  p l (2) Q n(l, 1,) ~} 

[ ~  W _  (l, m~) W+ (V, m~) < P~I P~"~-- ~ P t , ~ - -  ~ sin ~ > 

+ W (I, m;) W (l', m;) < p,1p~m~-v, pvm~+~/~ cos 5 > 

- -  W+ (l, m~) W+ (l', m~) < p 1  p ~ +  ,/~ p y r e -  ~A cos ~ > 

- -  W+ (I, m~) W ( l ' , m ~ ) < P 1 P ~ m ~ + ~ P v m r 1 8 9  

[ F •  = F (n ~L~,~= ~A); ~ bedeutet  das Kronecker-Symbol]. 

Unter  Verwendung der Beziehungen (s. ~) 

Po o = ( ~ ) ~ ,  cos # = (2/3)~ P1 ~ sin ~ = - -  (4/3)~ P11, 

= I/( + + + cosb"  p~m ~ -(21~ ~ (2 l + 3) P~+~ + 

und  

s i n ~ . p z m = _ _ ] / ~  + m + 1 ) ( / + m + 2 )  pro+l__ 
( 2 / +  1 ) ( 2 / + 3 )  ~ + I ~ -  

(21 - -  1) (21 + ~) P~-~ 

( m ) ( l - - m ~ l )  z)m+l 
- - 1 ) ( 2 / +  1) ~*--~ 

(l + l) (I - -  m + 2) p~_~  m ) ( l + m - - 1 )  ~ _ ~  
= + 1 ) ( 2 / + 3 )  z + l - -  - - 1 ) ( 2 / + 1 )  P l - 1  , 

m m I t  wobei < P zPz, > = ~ t ,  k6nnen die folgenden Integrgle ausge- 
rechnet  werden: 

< po o po o p~l sin & > = - -  (3) -~A 81  

( l / t + 2  < PoOP.:lptOsin5 > _ (2)-~4 _- -  W+ (1, ~ )  i/ ~ ~_-  3" 

\ 
+ w_ q, ~) ~ / ~ _  1" ~'-~) 

( < PoOp~Ipt 1 cos~  > = (2)-~ W- (1,1/2) " ~z t+ l  

+ W+(t, � 8 9  ~ ~J ] 
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_._~ ,~•  . IITmsq-312 < p z l ~ z + l  p~,S • > 
<1%'t"l" F~," s l n ~ > = •  mj) 2 / + 3  

T- W~ (l, mj) - 2 ~ 1  �9 <Pz Pl-1 Pv > 
p 

i 
re.J_ 1 m.  1/ V " 

< z t ~t' c o s ~ >  = W-T(l, mj) 2 / + 3  <F~/',~I /~t'" > 

+ W •  JJ]/ -2T i <Pz  Pt--1 Pv" >. 

Eine einfache Reehnung vereinf~cht dann die Ausdrficke ffir die obigen 
IntegrMe : 

? 1 C (A z) P?  (2) Qln (0,0) 

//i 
l I+2 P ~ < + ~ [ 5 1 E + > = ~  r ~ (2~+3)~ ~+~(2)Qi~+~(~ 

< q2~:�89 [ 01 f -  > = - - ;  C (A ;k) R& �89 P 1 1  (2) Q~-I (0, l) 
v%. (2l - -  1)3 

< F•  [ O [ F •  = l a C ( A k ) ~ : f ~ 2 ~ _ z +  ~ P ~ l ( 2 )  Qzn(l,l') • 

V - 
• [(:t: W~- (/', mj) ( / •  1) + (%) ~: mj Dmj+�89 mi--�89 

2 ( l •  < p l l t •  Pt" > 

/ mJ--�89 + �89  z~ W:~(l' mj) / / ( l •  l)+(a/2)ZFmJ <pzlpz~:~ ~ ,  ..~j. 
2 ( ~ •  

= mf 1 
< F -  I()[ F+' > ) C ( A X ) 8 , ~ / ~ - I P , I ( 2 ) Q ~ ' ( I , I ' )  • 

• [--  W+(/', mj) [ /  21--  1 < p 1  p > 

l / i - +  m J -  e >1  ' + w_(t ' , .+~)[ / -2- i - -  i -  < 

Wir merken ~n, dab in den letzten beiden Gleichungen die Summe eben- 
fMls endlich ist, d~ die auftretenden Integrale fiber drei zugeordnete 
Legendresche Polynome ~uBerh~lb des Intervalls 

Null ergeben ~. Sie verschwinden aueh, wenn z + l' + (1 • 1) ungerade 
ist, 



862 H.-G. Bar~el : 

5.2. Diskussion dieser Ausdr~cke 

Die erhal tenen Ausdrficke fiir die Matr ixelemente  des Operators  

~(1) sind offensichtlieh beziiglich der Nebenquantenzah l  1 nicht  diagonal.  S B  

Ebenso verschwinden die Nebendiagonalelemente ,  die mi t  den Funk-  

t ionen F (n 2L~n_~l/2) und 2' (n 2rrnj ~ gebildet werden, nicht.  Wenn 
"~1+112! 

jeaooh  or u setzen, die dnroh den Operator h( 2 hervorger.fene 
zus/~tzliche Aufspal tung gegeniiber derjenigen, die mi t  74(0) ve rbunden  ~ S B  

ist, klein ist, so k6nnen wir im weiteren diese Nebendiagonale lemente  
vernaehl/~ssigen. 

Nach  einer einfachen Rechnung b e k o m m e n  wir dann flit die I-Iaup~- 
diagonalelemente der F/~lle 1 = 0 und I = 1 : 

a) z = o  

c (Ax) Q1 n (0, 0) = =F ~ (0) 
6 r2 

b ) / = l  
c (A X) 

< F(n2p~�89 l'()12,(n~P~�89 =-4- 6r2-Qln(1,1)= ~ ( 1 )  

-.3/, j > = = F  5r~-  

Q1 n (1,1) @ 28 r~-2 ( 4 6 2 - a 2 )  Q3n (1,1) = :F ~ (1) 

< 2, (~ 2P,~,'/') 1 F(n P~/, ) > = + ~ r - ~  

03~ (~,l) - -  O~" ( 1 , 1 ) / =  ~: v (1) 
! 

Yon den In tegra len  mi t  l = 2 werden uns nur  folgende interessieren: 

Wenn  wir fiir die Radia l funkt ionen  gnz (r) Ausdriieke w~hlen, die 
I nieht  en tha l ten  (wir werden unten  solehe in F o r m  von Slaterradial- 
funkt ionen benutzen),  so ist wegen Q n (l, l) = Q n (l ' , l ' )  aueh ~ (0) = 
= o~ (1) ---- cr (1) = ~ (2) = ~ und y (1) = y (2) = y. Beriicksichtigen 
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wir weiter nicht die Beitr/~ge, die das Integral  Q8 n (l,l) enthalten [was 
einer Vernachl/issigung der Glieder mit  x > 1 in der Summe $1 der 
Gl. (2) entsprieht], so ist 

2 6 
---- 5 a und y---- --~ ~. 

6. D i s k u s s i o n  e ine s  e i n f a c h e n  M o d e l l s  

Da es uns im Zusammenhang mit  dem Folgenden nur auf ein quali- 
tatives Bild ankommt,  wir also auf jegliche quanti tat ive Aussage ver- 
zichten, wollen wir die soeben aufgez~hlten Vereinfaehungen und Ver- 
naehli~ssigungen als somit gerechtfertigt beibehalten. Damit  kSnnen 
wir (vorausgesetzt A X # 0 und damit  ~ > 0) da,~ folgende Aufspaltungs- 
bild, soweit es uns fiir das Weitere interessieren wird, skizzieren (Abb. 2). 

Obwohl wir bei diesem Schema bleiben wollen, fiihren wir der ~ber-  
sicht halber die Ausdriicke fiir die Niveaus an, die man fiir 1 ----- 1 erh~lt, 
wenn man nur die Vernaehl~ssigung der Matrixelemente mit  l r l' 
einffihrt : 

/ 

(; ) ) i 2 

1 
~5,6 = ~ ~n~ • 7 (1), 

wobei 

~-- 4 r2 
Q1 ~ (1,1) < F (n ---• �89 :1 

bedeutet. [Diese Gleichungen maehen ~uch die N~herung ~ = 0 plau- 
sibel, wenn ~np >> ot (1) ist.] 

Wir fragen nun naeh dem Maximum der Aufspaltung, d .h .  der 
gr513ten energetischen Stabilit~t, wenn der Ringradius a, die Haupt-  
quantenzahl n, die Nebenquantenzahl l und die Zahl A X ( r 0) vorge- 
geben sin& Bleiben wir in dem skizzierten Schema der Abb. 2, so gentigt 
es, die Extremwerte  der GrSBe ~ zu untersuehen, die unter diesen 
Gegebenheiten eine Funktion des Abstandes b (s. Abb. 1) ist und bei 
festem A X die Werte a und n enthiilt (yon l i s t  sie jetzt  unabh~ngig). 
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Ftir diese Untersuchungen benutzen wir der Einfachheit  halber die 
]~unktion 

6~ 
/ (b) = r (A Z) - -  r2-1" Qln '  

wobei wir die Integrale Q1 n mit  ttilfe der S l a t e r r a d i a l f u n k t i o n e n  R n  (r) ~-  

-~  r n - 1  e - x r  (au~ eine Normierung kSnnen wir verzichten) berechnen 
wollen. 

~.=~ 

~j.=- ~ 
~ j . = - ~  

�9 ~ : ~ -  . . . . .  c - ~  

1 

/?$ .%': . . . . . .  

Abb. 2. ~nz = Einelektronen-Spin--B~hn-Kopplungskonstante (zur Auf- 
spaltung dureh ~SB~(O) s. z. B. 3) ; wegen der Symmetrie der Aufspaltung sind 

die Abstgnde jeweils nur einm~l eingetragen 

Als notwendige Bedingung ftir das Auft re ten eines Ex t r emums  

bekommen wir wegen r~ ---- t / a  2 g-  b 2 

Q 't o. 
d~b = ~ d~r2i ~2 I 
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Wir  miissen nun  fragen, ob diese Bedingung neben b = 0 auch noch 
durch das Verschwinden der Klammer  erfiillt werden kanm Dazu 
stellen wir drei Fal luntersuchungen an:  

(a) r = r l  beliebig (0 ~< r < c~), (b) r = r l  > r2 und (c) r = r l  < r 2 .  

Es ist im Fall 

co r~ co 
-2 (a) Q1n = f dr r< -r>Rn 2(r) = r2 -2 f dr rRn 2 (r) § r2 f drr-'~R~,2(r) 

0 0 r2 

= Qln ( ~ )  § Q1 n ( §  

(b) Q1 n = Q1 n ( §  und (c) QI n = Q1 n (--) ,  so daft wir erhalten:  

~'~ d /  
(a) dbd]-- 3 b r _ 5 o  f d r r R n 2  (r) = 0, (b) db = - - b r 2 - a R n 2 ( r 2 ) - =  0 

und 

a/ 
(c) ~ = br2 -3 IRa 2 (ru) - -  3 QI n (--)]  = 0. (6) 

I m  ersten Fall ist die G1. (5) daher nur  durch b = 0 zu erfiillen, wobei 
die hinreichende Bedingung tats/~chlich ein Maximum anzeigt. Dasselbe 
gilt fiir den zwei~en Fall. [Bei Verwendung yon Wassers~off-Radial- 
funkt ionen ist GI. (5) gegebenenfalls durch Rn~ (r2) = 0 zu befriedigen, 
die zweite Ablei tung verschwindet  aber an diesen Stellen.] 

Wir  verweilen daher beim Fall (c), der etwa den Bedingungen ent- 
spricht, die man in der Ligandenfeldtheorie zur Anwendung bringt. 
Die Gleichung Rn 2 (r2)-  3 Q1 n ( - - ) =  0, die neben b = 0 die erste 

Ableitung --d ] zu Null machen kann. 1/s sich leicht in 
db 

3 (2n - -  1)! = z 2n [zAo (z) § 3 A2n-1 (z)] 

c r  

mit  z = 2 xr2 und At  (z) = f d s  8re -zs umformen,  so daf~ sie mit  Hilfe 
1 

der Tabellen 8 ausgewertet  werden kann. Fiir n = 1 finder man nur  den 
hier uninteressanten Wer t  Ze = 0. Die ermittel ten Werte  ftir n = 2, 3, 
. . . .  7 fassen wit in der Tab. 1 zusammen.  

Das Verschwinden der Ablei tung d / b e i  z = z~ entspricht  dem Wef t  
db 

/~Z~ ~ . . . . .  

Dieser Wer t  hat~ nur  dann  einen Sinn, wenn a < N ist. Wir  wollen daher 
wieder drei F/~lle unterscheiden. Es sei erstens a > N. Dann  isr die 
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G1. (6) nur  durch  be = 0 zu erftillen, da  Rn 2 (r2) - -  3 Q1 n (--)  - -  0 r2 - -  N 
erfordert ,  j e t z t  uber nach  Vorausse tzung r~. ~ N gilt. Es l~[tt s ich leicht  
zeigen, duJ~ fiir  z ~ Ze und  n ) 0 stets  Rn ~ (r2) ~ 3Q1 n ( - - )  ist, so dab  
die zweite Able i tung  yon f (b) 

d 2 ~ = r 2 - a [ R n 2 ( r 2 ) - - 3 Q l n ( - -  ) -j-~22(2Rn(r2) dRn(r2 )  3 d Q l n ( - )  
db  2 _ dr2 dr2 

3 ( R n ~ ( r 2 ) - - 3 Q l n ( - - ) ) ) ]  
r2 

fiir be = 0 negut iv  ist, d. h., es l iegt  ein Max imum vor. 
I m  zweiten Fa l l  sei a = N.  G1. (6) is t  uuch hier nur  durch  be ---- 0 

zu befriedigen, du Rn 2 ( r 2 ) -  3Q1 n ( - - ) =  0 ebenfulls be =-0  l iefert,  
wenn n ) 1 ist.  I s t  dagegen n = 1, b le ib t  Rn 2 (r2) < 3Q1 n ( - - ) .  :Fiir 
n > 1 verschwinde t  somit  die zweite Able i tung  (kein E x t r e mum) ,  fiir 
n = 1 is t  sie nega t iv  (Maximum).  

Schliel~lich sei a < N. Wi r  haben  dann  fiir n ~ 1 die W e r t e  be -~ 0 

und  be = ] / N ~ -  a 2, fiir n = 1 nur  be = 0 zu untersuehen.  Bei n = 1 
b le ib t  daher  wie in den  vorhergehenden  F/~llen die zweite  Able i tung  
nega t iv  (Maximum).  I s t  j e t z t  n ~ 1 und  be = 0, so is t  wegen z ~ ze und  
d a m i t  Rn ~ ( r 2 ) ~  3Q1 n ( - - )  d ie  zweite Able i tung  posi t iv  (Minimum). 

Bei n > 1 und  be = VN 2 - -  a 2 ]~Bt sich wegen R n  2 (r2) = 3 Q1 n ( - - )  die 

zweite Able i tung  leicht  zu 

dg./ 
-db ~ = ( 2 n - - 3 - - z ) r 2 2 n - 3 e  -z (n > l )  

berechnen.  Es l iegt  somit  bei 2 n - - 3  ~ ze ein Minimum, bei 
2 n -  3 ~ ze ein Max imum und  bei 2 n -  3 = Ze kein E x t r e m u m  vor. 
Die W e r t e  der  Tab.  1 zeigen aber,  dab  es sich s tets  um ein M a x i m u m  
hundelt .  Wi r  fussen diese Ergebnisse  in der Tab.  2 zusummen und  wollen 
sie folgendermaBen quul i ta t iv  in te rp re t i e ren :  

I s t  das zu be t ruch tende  E lek t ron  des Atoms  im Zus tund  mi t  n = 1, 
so l iegt  das  A t o m  bei  j edem Ringrad ius  a ~ 0 im R ingmi t t e lpunk t .  H a t  
dieses E l ek t ron  einen Zus t and  mi t  n ~ 1, so bef indet  sich das A t o m  im 
R ingmi t t e lpunk t ,  wenn der  Rad ius  den W e r t  N i iberschre i te t ;  is t  hin- 
gegen der R ingrad ius  kle iner  uls dieser W e f t ,  so fal len R i n g m i t t e l p u n k t  
und  Ke rno r t  des Atoms  n icht  zusammen;  das A tom ist  uus dem Ring-  
m i t t e l p u n k t  um einen Be t rag  herausger i ickt ,  der  umso grSBer ist, je 
kleiner a ist.  Bei e inem E lek t ronenzus t and  mi t  n ~ 1 und  einem Ring-  
radius  a -~ N k a n n  keine diesbeziigliche Aussage getroffen werden.  

I n  dem entworfenen einfuchen Bi ld  h~ngt  das Vorhundensein  des 
Auf spa l tungsmax imums  bei b r 0 (nnd d~mi t  die zu e rwur tende  Luge 
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des A toms  auBerhalb des R ingmi t t e lpunk t s )  mi t  der  GrSBe des Ring-  
rad ius  a zusammen,  welche daf i i r  k le iner  als ein be s t immte r  W e r t  sein 
muir. W i r  sahen, dal3 dieser W e r t  mi t  der  H a u p t q u a n t e n z a h l  n des zu 
be t r aeh t enden  E lek t rons  w/tchst und  mi t  der  Kern ladungszah l  Z des 
Atoms  a b n i m m t  (wegen des Slaterexponenten im Nenner  yon 2V), so 

Tabelle 1 

n 2 3 3,7 4 4,2 5 6 7 

Ze 1,31 386 5,55* 6,35 6,77* 8,79 11,20 13,59 

* Die Werte  f/Jr die nichtganzzahligen ~auptquantenzahlen  wurden 
mig der Gleiehung ze = 2,45 �9 n - -  3,52 ermi~e/~, dia die gefundenen Wer~e 
fiir n ~ 2, 3, . . . ,  7 e~wa befriedigg. 

Tabelle 2 

Die Funkt ion  f (b) besi~zt (f/Jr r = rl  < rs): 

n =  l,  b = 0  n >  1, b ~ 0  n >  1, b =  ] / N 2 - - a  2 

a > N Maximum Maximum - -  
a ~ N Maximum kein Ext remum - -  
a < N Maximum Minimum Maximum 

dab  ein Antref fen  des Atoms  auBerhalb des R i n g m i t t e l p u n k t s  bei gege- 
benem Rad ius  a wahrseheinl icher  wird,  wenn n grog und Z bei festgehal-  
t enem n klein ist. 

7. A u s b l i e k  

W i r  be tonen  noeh einmal ,  dal~ bei der  Vielzahl  der  getroffenen 
Vorausse tzungen und  Vereinfaehungen nu t  qua l i t a t ive  Aussagen ge- 
wonnen werden k6nnen.  T ro tzdem g lauben  wir, ein b rauehbares  Bi ld  
entworfen  zu haben,  das mi t  Sieherheit. eine Verbesserung in vielerlei  
Hins ieh t  zul/~Bt. A m  wenigsten befr iedigend seheint,  dab  fiir  dieses 
Modetl eine Anregung  des Ringes  (A X # 0) vorl iegen muB. Wi r  wollen 
daher  in  einer sps  Arbe i t *  A X = 0 setzen, abe t  die in G1. (4) 
getroffene VernaehlS~ssigung aufheben.  Wei t e rh in  soll das Modell  auf  das  
Vorhandense in  zweier Ringe  erwei ter t  werden.  

* Bei den Monatshefgen f/Jr Chemie eingegangen (2. und 3. Mitt.) am 
10. November 1976. 
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